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Acuerdo Pedagdgico

Pautas de trabajo y convivencia:

e Queda prohibido el uso del celular en el aula, excepto que la/el docente lo autorice para trabajar en clases.

e A partir del 2do afio, es necesario contar con calculadoras cientificas como herramienta de aprendizaje y

trabajo propio de la materia.

e Los estudiantes deben asistir a clases con los elementos necesarios para su desarrollo: carpeta, lapicera,
lapiz, regla, goma y cuando sea necesario elementos de geometria.

e Los alumnos cuentan con un cuadernillo de trabajo que deberan tener en cada clase de matematica en
formato papel.

e Esimportante el respeto hacia cada integrante de la institucion (compafieros, docentes, personal no docente,

preceptores y directivos).

Para acreditar la materia:

e Asistencia a clases

e Participacién en clases

e Carpetay cuadernillo completos

e Aprobar las evaluaciones orales, escritas, grupales y/o individuales.

e Seinformara con la suficiente antelacién las fechas que seran evaluados/as.

e Se tomara un trabajo integrador a fin de afio.

Firma estudiante Firma padre/madre/tutor
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Unidad I: Numeros Reales y NUmeros Complejos

El conjunto de los nimeros reales R esta formado por el conjunto de los nimeros racionales Qy los
numeros irracionales I.

7 R
< y—

/z

Los numeros naturales sirven para contar y para numerar. Se puede sumar y multiplicar y el resultado
de esas operaciones es un numero natural.

Los numeros naturales no siempre pueden restarse por ejemplo, 8 — 12 = —4

Aparecen asi los nimeros negativos.

Se define el conjunto de los numeros enteros Z, formado por los numeros naturales, sus
correspondientes negativos y el cero. El conjunto Z esta totalmente ordenado, por eso se representa
en la recta numérica.

< I 1 1 1 i L I I >
« T T T T T T >

—4 -3 —i -1 0 1 2 3 4
En Z podemos sumar y restar con la seguridad de que el resultado es un niumero entero, pero no
siempre se puede resolver la division por ejemplo, 3: 8 = g

[ SR 5

Aparecen asi los numeros fraccionarios, que surgen de la necesidad de expresar porciones de la unidad
y en especial cuando se realizan mediciones.

El conjunto formado por los nimeros enteros y los fraccionarios se designa con @ y es el conjunto de
los nimeros racionales.

En Q podemos sumar, restar, multiplicar y dividir con la seguridad de que el resultado es un nimero
racional. Los niUmeros racionales, se pueden expresar como cociente de dos nimeros enteros, es decir
como una razon.

a
3 ayb sonenterosy b+0
, 3 -
Ej. = ~ ;7 5 0, 281 ; 06
! ! 1 1 !
3 7 0 281 2
5 1 1 100 3

El conjunto de los numeros racionales

v' Es un conjunto infinito, no tiene ni primer ni tltimo elemento.

v' Pueden expresarse como decimales finitos o periédicos.

v' Entre dos nimeros racionales existen infinitos racionales, por eso decimos que es un conjunto
denso.

v" A todo racional le corresponde un punto en la recta numérica, pero no a todo punto le
corresponde un numero racional.

3,25 L5

S
w
T
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Para ubicar los numeros racionales, por ejemplo Sse divide la unidad en 3 partes y se toman 2 contando
a partir de cero.

Para graficar con mayor precisién lo hacemos a través del teorema de Tales. Con un segmento auxiliar
se marcan 3 unidades y se toman 2, se traza una paralela a la recta bc.

| (O,

N ’ 4 3 >
:(\ z 4 I § s !

o % (/ 5 ,I R rA’\ N .,' i

T . - % e !

! K v ! Y > M ! 1
2] 1 21 N T L} '" S W 1) 1 U v T =
-4 23 -2 -1 0 1 2 3 [ 4

< 2
o1 . 2 gl
3 4 3 5

Aparecen los nimeros como V2 ; v3; V5 que no son racionales porque no pueden escribirse como
cociente de dos numeros enteros, ni como decimal exacto o periddico.

Su expresion decimal es:

V2 = 1,414243562
V3 = 1,732050808
V5 = 2,236067977

A estos numeros se los llama Irracionales I

La raiz cuadrada de un nimero natural, si no es entera, es irracional: V8 ; v10; V11
Ademas 7 es un numero irracional que se utiliza para calcular la longitud de la circunferencia i el area
del circulo.

m = 3,1415926535 ...

Para ubicar los nimeros racionales debemos utilizar el teorema de Pitagoras.

Se construye un triangulo cuyos lados tengan la unidad, asi obtenemos /2 que es la hipotenusa del
triangulo.

> -
G z
. \l'.)
N \ o’
N % s
A\ - Py \
N - - I
\ 4.3

;i \ ¥*¥=1%+12
‘\ |l ‘. x=\/E

v2 V3 2 V56 3
Para ubicar la v/3 formamos un triangulo de lados /2 y 1, y por Pitagoras

y?=(2) +1°

y= /(\/7)2+12

y=+v2+1
y=1v3
Para tener en cuenta: todo nimero racional tiene un desarrollo decimal exacto o periédico, por lo tanto

la representaciéon decimal termina o se repite. Todo numero irracional tiene un desarrollo de infinitas
cifras decimales no periddicas, por lo tanto la representacién decimal nunca termina ni se repite.
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El conjunto formado por los nimeros racionales y los irracionales se llama conjunto de los numeros
reales y se lo designa con R.

El conjunto de los numeros reales

v" Es un conjunto infinito, no tiene ni primero ni Ultimo elemento.

v" Es un conjunto totalmente ordenado, dados dos numeros reales distintos, siempre se puede
establecer entre ellos una relacion de menor a mayor.

v" Los numeros reales completan la recta, esto significa que a cada numero real le corresponde
un punto en la recta numérica y a cada punto de la recta numérica le corresponde un nimero
real.

Sintetizando:

Naturales N
Cero Enteros Z
N° Negativos Racionales Q
Fraccionarios Reales R
Irracionales I
Actividad 1

1) Escriban 3 numeros racionales comprendidos entre —4 y —1.
2) Escriban 3 numeros irracionales comprendidos entre 1 y 3.

3) Ubiquen, aproximadamente, en la recta numérica los siguientes nimeros reales:
VE ; 2 5 =3 ; 375 ; —6 ; —125 ; vZ ; —/3

2

4) Dados los numeros 52 ; —6,3 ; —0,2 ; 3 ; V10 indiquen:
a) los numeros enteros que no son naturales.
b) los numeros racionales que no son enteros.
c) los numeros reales que no son racionales.
d) los niUmeros reales que no son irracionales.

5) Ubiquen en la recta numérica los puntos a, b y c:
a)

Il
T
0

| AN ——
R o
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6) Dado el siguiente cuadrado, /l' calculen su diagonal.

7) Calculen la diagonal de los cuadrados cuyos lados miden 4 cm. ; otro de 5 cm. y otro mas de 9 cm.

¢;Las diagonales obtenidas son numeros racionales o irracionales?

8) Completen con una cruz a qué campo humeérico pertenecen los numeros indicados:

2 3
= V3 V4

5
/25 =

5 V27

Y147

18
J1,44 - V28 0

Hl=le| N2

9) Indiquen cada expresion como racional o irracional. Dar los nimeros representados por las

expresiones racionales.
3
a) V4

Vié
d)ﬁ

g9)2V81

j)—V35++35

b) — V25
e)3V18

h) — /1,44

k) VIZI — V100

10) Resuelvan las siguientes ecuaciones

a)2(x—3)+1=7—-(5-3x)
d)§(3x—;)=(x+1):%
g) (0,125) 7t =x3

ND1-@2-x):3=9%—1
m)9+ x% =36

Intervalos

b)V2x+6=18
e)3+4x =9x+11

h) 17 —/x2 —20=6

k) —12x* = 6 — V144
n)2—-x=3+x

c) V18 —vV16

24

N |+

3_x+ 1
V5=3%7

f) 4x* + 36 = 80

2
i) gx—4=—8—x

D) x—v12 =2(10x —V3)
n2x+1=x+7

Un intervalo es la representacion de un subconjunto de numeros reales. Para ello se utilizan los
corchetes [ ]y los paréntesis( ), que indican si los extremos del intervalo estan o no contenidos en

el intervalo.

Los intervalos pueden ser abiertos, cerrados, semiabiertos y al infinito. Es muy importante visualizarlos
a través de la representacion en la recta numérica.
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Intervalo abierto a,b

El intervalo abierto a,b, que se simboliza (a ; b), contiene todos los niumeros reales entre a y b, sin
incluirlos, es decir, los que verifican la inecuaciéon a < x < b.

(—V3;05) - contiene a todos los numeros reales x que cumplen que —/3 < x < 0,5

il 0,5

Intervalo cerrado a,b

El intervalo cerrado a,b, que se simboliza [a ; b], contiene todos los numeros reales entreay b, y a los
propios a y b, es decir, los que verifican la inecuacion a < x < b.

[—\/§ ; 0,5] - contiene a todos los nimeros reales x que cumplen que —/3 < x < 0,5.

—3 0.5

Otros intervalos de extremos ay b.
Algunos intervalos contienen solo uno de sus extremos.
[—\/5 ;0,5) - incluye a —V/3, peronoa 0,5 > —/3 <x < 0,5
—v3 0,5
5 o o 1
(—V3;05] - incluye a 0,5, peronoa —/3 - —V3 <x < 0,5
—V3 0,5

! L i
T y y T

-3 2 4 0 1

Intervalos al infinito
Algunos intervalos solo tienen un extremo. Para indicar que continua, se usa el simbolo del infinito: co

(=2; )5 x>-2 S B e e : >
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 1 i)
[-2; 0)>x =2 T : &
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 1 5
(—0; —=2) 5x< -2 e ——
-9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1
(—0; —2]>x<2 — e | -
-9 -8 -7 —6 =5 -4 =3 =2 =1 0 1
Actividad 2

1) Escribi el intervalo que corresponde a cada inecuacion y representa en la recta numérica.
a)0<x<3 b)—24<x<-12 c)—VE<x<22
d)-15<x<-05 e)1,1<x<37

En la recta numérica se indica con un punto lleno que el extremo esta en el intervalo, y con uno vacio,
que no esta.
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2) Escribi la inecuacion que corresponde a cada intervalo y representa en la recta numérica.

a)[1;2,5) b) (~2,3;0] ¢) (-05;y25)
d) (-1;51] e) [\/3.6; —2,5]

3) a) Escribi dos numeros racionales y dos irracionales del intervalo (—1; —0,9).
b) ¢ Cuantos nUmeros enteros hay en ese intervalo?

c) iY en el intervalo [—1; —0,9] cuantos enteros hay?

d) Escribi otro intervalo de extremos -1y -0,9 que contengan algin nimero entero.

4) Escribi la inecuacién que corresponde a cada intervalo y representa en la recta numérica.
a) (0,5 ; ) b) (= ;5]
€) (=2;2,.2) d)[-3; »)

5) Mira céomo escribié cada alumno la inecuacién correspondiente al intervalo (—oo ; 1] e indica quién
O quiénes se equivocaron.

Carla:x = 1 Pablo:x < 1 Julian: 1 < x Nicolds:1 = x

6) a) Escribi un intervalo abierto que contenga dos numeros enteros y ninguno natural.

b) Escribi un intervalo cerrado que contenga dos nimeros naturales y ninguno entero negativo.
c) Si un intervalo tiene extremos diferentes ;Puede no contener nimeros racionales? ; Por qué?
d) Escribi un intervalo que contenga todos los niumeros naturales y ninguno entero negativo.

e) Escribi un intervalo que contenga todos los niumeros enteros negativos y ninguno natural.

f) Escribi un intervalo que contenga todos los nimeros irracionales.

Inecuaciones

Una inecuacion es una desigualdad entre dos expresiones que tienen uno o mas valores
desconocidos, similar a una ecuacién. Una desigualdad es una expresion que contiene alguno de los
simbolos de orden >,>,< 6 <. Las inecuaciones, por lo general, tienen infinitas soluciones que se
representan mediante un intervalo. Para resolver las inecuaciones se siguen los mismos
procedimientos que para resolver ecuaciones, con la unica diferencia que existen operaciones que
invierten en sentido de la desigualdad.

Ejemplos

a)dx+7 < 19

4 < 19-7 La solucién escrita como intervalo es: (= ;3]
12 .. .
x < e Su representacion grafica es:
x < 3 e —————————— |-

-4 -3-2-1 0 1 2 3 4
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b) 3x < 9x+6

3x—9%x < 6
—6x < 6
6 Como dividimos entre —6, que es un
> SR — numero negativo, el sentido de la
—b desigualdad cambia de menor a mayor.
x > -1
La solucién como intervalo es: (—1; )
Su representacion grafica es:
 O————————
-2-1 0 1 2 3 4 5 6
Actividad 3

Resolvé las inecuaciones, escribi el intervalo que corresponda a la solucion y representa en la recta
numeérica.

a)1—-3x<4 b)—2x+5>x—4 €)9—-x<4x+3
d)—2(x—-5)=—-3x+2 e)—x+V3<—2x—(x—1) N4x+2)>(x-1):05
95@2x+3)<(2x+1)—4x h)2(x—1)=3(x+ 2) i)20 > 5x + 0,25
N2+V8=2V2x+2+2 k)§—0,75x>x+1 l)35x—3<6ex—0,8§)

Numeros Complejos (C)

Resolvamos la ecuaciéon —2x2? = 50

—2x? = 50
x> = 50:(=2)
X = =25

La respuesta x = v/—25 no tiene solucién en el conjunto de los nimeros reales, ya que no hay ningin
valor de x (numero real) que elevado al cuadrado sea igual a —25.

Para resolver este tipo de ecuaciones se introduce un nuevo conjunto numérico llamado conjunto de
los nimeros complejos.

En este conjunto numérico se utiliza la letra "i" para sustituir a v—1.
Entonces i = V-1

La letra i es la parte imaginaria de un numero complejo, por ejemplo:

V=9 =,9-(-1) =V9-V—1 = 3i — unidad imaginaria

Entonces, la ecuacién —2x2? = 50 no tiene solucién dentro de los nimeros reales R, pero si, dentro del
conjunto de los niumeros complejos C.

x=v-25=,/25-(-1) =V25-V/—1="5i
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La radicacion de base negativa e indice par no tiene solucién en el conjunto de los nimeros reales
Ty \ . - s, ” . 4
(V-4; V-25; V-16; ete.), ya que no existe ningtn nimero real que elevado a una potencia par dé por
resultado un nimero negativo.

. 3 : P awe
Se define entonces un nueve niimero, llamado i, cuyo cuadrado es igual a -1. ==
Dicho nimero es la unidad imaginaria en el conjunto de los ndmeros complejos. i=V-1

Q) V-4 =V4.(-1) = Vay-1= +j b) V-3 =V3.(-1) = V3Vl = % V3i
i i
Representacion grafica y expresion cartesiana de un complejo
Se define al conjunto de los niimeros complejos € como:

C={(x;y)eR*/xeR yeR)

A cada niimero complejo le corresponde un punto del plano. |

z = (a;b) —— > Expresién Cartesiana

Componente real =

Componente imaginaria

Todos los nimeros de la forma (a;0) son nimeros reales y los de la forma (0;b) son nimeros
imaginarios puros.

Un ndmero real es un nimero complejo cuya segunda componente es igual a 0.

€l niimero imaginario de segunda componente igual a 1 es la unidad imaginaria. e

Expresion binémica de un complejo

Para multiplicar un nimero complejo por un escalar, se multiplica cada componente del complejo por el
escalar.

z = (g;b) = (a;0) + (0;b) = a(1;0) + b(0;1) = a + bi —— Expresién binémica

Parte real - ' —» Parte imaginaria

Re(z) ,m(Z)
a)z;= (3;4) = 3 + 4i z=(-4L1)=-1+i

b) 2= (0,3) = 3i d) = (-2;0) = -2
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€l conjunto de los nimeros complejos (€)

(VerIFIcACION|El—

‘@ Unan con una flecha cada niimero complejo con su expresion binémica.

1) (-1;1) a) -i

;2) (-1;0) b)1 + i
DI 311 +
.4) (1;1) ‘)1 -]
18)(0;-1) -1+

Capuicacion |41

Ejercicio 1.1
© Representen graficamente cada uno de los siguientes nimeros complejos.

1)z,=2+ 3
)z, =i

3) z; = (5;0)
4) 2= -3 + 5i
§)z; = (-3;0)
6) z; = (0;-3)
Nz =-5-2i
8)z=5—2i

Ejercicio 1.2
o Hallen el valor de cada una de las siguientes raices.

2)V-25 = 4) V3 =

Ejercicio 1.3
© Hallen los valores reales de x e y que verifiquen las siguientes igualdades.

1) (2Gy + 2) = (8;-1) Nx—1+(1- y)i = (2;3)

2)('%x+3;-y+%)=(0;1) (x=8)i—dy+1=3—i
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v odulo de un complejo. Complejos conjugados

Modulo de un complejo

A cada nmero complejoz = (a;b) le estd asociado un vector v, con origen bptrtetters 1
en el origen de coordenadas y extremo en el punto (a;b). De este modo se puede 4
hacer corresponder a cada nimero complejo un vector.

€l médulo de ese vector es el médulo del complejo y se representa con la letra p.

e e “"‘“"‘";“; _': e 2o
p=lzl = Va* + b ?

e e . e e g ) oy

€ L,

1=3+4i=>ld=V¥+4£=V9+16=V25=5

Al éngulo @se lo llama argumento.

Complejos conjugados

Dado un complejo z, se define como su conjugado z al complejo

que tiene la misma parte realy opuesta su parte imaginaria.
e e ettt - ia R

z—a+b|=>z—a_—b |

S e . e e et .J

7 5 B %
Un complejo y su conjugado son simétricos respecto del gje x.

Az =5—-2i=273=5+2 bnp=-1ti=5=-1—i Ju=-Ti=>n=T

Médulo de un complejo. Complejos conjugados
(veriFicacion |
' @ Hallen el médulo y el conjugado de cada uno de los siguientes nimeros complejos.

1)z, =12 + 5i 2)z, =3 —i Nz;=-4—2i

10
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Ejercicios
1) Calculen las siguientes raices:
a)V—-25 b)v—-144 c) —vV-36
d)V—100 e) —V—49 f)v-81

2) Resuelve las siguientes ecuaciones

a) —4x* + 8 =44 b) —x? =16 c)3x2+30 = 4x? + 199
d)32—x?>=758 e)5x*+1=7x*+14 f) —5x% + 100 = 152

3
g)x%+3(x%>—-4)=-1612 h) V2 x? :§+4x2 i)3x2-5(x*+1)=2(x2+3)-10

3) Completen el siguiente cuadro:

Numero | Componente | Componente
Complejo Real Imaginario

—4 —10i
V3 +i
Ty
f

El

1 5
—Z‘l' L

-9

4) Indiquen si cada una de las siguientes afirmaciones es correcta o incorrecta.
Todo numero real es numero complejo.

Todo numero complejo es niumero real.

Todo numero irracional es numero complejo.

Todo entero se puede escribir en la forma a + bi.

Todo numero complejo se puede expresar en forma de numero irracional.

Todo entero negativo se puede expresar en forma de un nimero imaginario puro.

5) para cada uno de los nUmeros complejos del ejercicio 3, graficar y hallar
a) modulo

b) complejo conjugado
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Unidad Il; Expresiones algebraicas enteras. Polinomios.

Una expresion algebraica es una combinacion finita de numeros, letras, o nimeros y letras, ligados
entre si por la adicién, la sustraccion, la multiplicacién, la divisién, la potenciacién y/o la radicacién. Los
numeros se denominan coeficientes (salvo los exponentes de las potencias) y las letras, variables o
indeterminadas.

3—-05w 3+2z r+1

@) ——  b)3x*-23 o)va+c* d) e) — f)V5x®
2 2 s—2

Cuando la variable no esta afectada por una raiz o no actia como divisor, las expresiones algebraicas

son enteras y se denominan polinomios. Los ejemplos c) y €) no son polinomios; si lo son a), b), d) y

).

Polinomios de variable x

Un monomio es un polinomio de un solo término y su grado es el valor del exponente de la variable x.
1
Q) F% — grado 1 b)0,7x®* — grado 3 €)2,5 — grado0 d) 2°x* — grado 4

> 3 - A 2 F 3
Dos polinomios son semejantes cuando tienen el mismo grado, por ejemplo —2x? y sz.

Un polinomio es una suma algebraica de monomios y esta reducido cuando no tiene monomios
semejantes.
b) Q(x) =5x —6x?+3x+x*—4=-5x>+8x—4

ol L

reducido

2
a)P(x) =—3x*+5-0,4x + 7x3

reducido

El valor numeérico de un polinomio es el valor que se obtiene al reemplazar x por algiin nimero real.
P(2)=5-224+3-2-7=20+6—-7=19
P(x)=5x2+3x-7 = {

() =ha"+3x B A) =B (AP T (== e
El grado de un polinomio reducido es el grado de su mayor monomio no nulo.
El coeficiente principal es el coeficiente del monomio de mayor grado.

El término independiente es el coeficiente del monomio de grado cero.

Un polinomio esta ordenado cuando los términos estan ordenados en forma creciente o decreciente
respecto de los exponentes de la variable.

grado:3
3x —5x3 +4+2x% = —5x3 +2x? +3x +4 = 4+ 3x + 2x* — 5x3 — {coeficiente principal: —5
No esta ordenado Orden decreciente Orden creciente término independiente; 4

Un polinomio esta completo cuando tiene todas las potencias decrecientes del grado.
a)P(x) =3x*—2x +5x?+1 b) Q(x) =5+ 7x — 4x° + 3x2 — x* + 2x°

No estia completo Esta completo

Para completar un polinomio, se agregan los términos que faltan con coeficiente 0.
P(x) =2 —5x*+3x? = —5x*4+ 0x> +3x2 + 0x + 2

Segun la cantidad de términos un polinomio reducido recibe los siguientes nombres: si tiene 1
término, monomio; 2 términos, trinomio; 4 términos, cuatrinomio; y luego, polinomio de n términos.

12



ESCUELA NORMAL SUPERIOR Y SUPERIOR DE COMERCIO N°46 “Domingo Guzman Silva”

Matemdtica 4to afio 2024
Actividades
1) Marcar con una X las expresiones algebraicas que son polinomios.
3—-571
a) 5 [] b)V3x =y [] c)4x3 []
7> PR
d) — [:I e) 3z —gm [:I ) (\/§x —1):z |:|
x
3 1 6 L AwTS
p2a-st [ W= g ]

2) Hallar el polinomio reducido en cada caso.
a)2x—x*+2—-7x+5x*+3x—8 b)x5 —x?—x+x3—x+x—x2—x3+x

3

1
c) Ex3—5x—x3+3x2—4x—7—5x3 d)5x* —3x +4x* —0,5x +x* -9 +x

2 " . 5 5
e) 5—0,2x2+1,1 —gx2—4x"'+§x2

3) Escribir un polinomio reducido que cumpla con cada una de las siguientes condiciones.
a) Binomio de grado tres y término independiente irracional.

b) Trinomio completo con coeficientes negativos.

c) Monomio de grado seis y coeficiente principal no entero.

d) Cuatrinomio de grado cinco y coeficientes irracionales.

4) Unir los polinomios iguales.

8
a)3 —x* +5x% + 0,2x? + — x?

10
x4—-7
1
b)zx"‘ —2x + 6x2 — 0,25x* + 3x — 5x2
x—4
~ 1 1
c)0,3x—x3+§x4—7+x3—§x+0,5x"'
x%=c®
1
d) —1,5x3+2—x+§x3+2x+x2—6
x°—x3
5 S 3 2 Z 5 1 3 2
e)gx —1,2x° +x* + 0,16x +§x —Xx
x2+x
x3+3

5) Completar y ordenar los siguientes polinomios

a)—2x*+5+x

c)5x—x*+1

b) 4+ 2x5 —3x? —x

d)—2+x3+4x—3x¢

13
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6) Determinar el grado de los siguientes polinomios
a)3x2 -1 b)7x + 4 c)x?—8 d) 6x° +x

e)7x —5x3—1 f)6x*—4x+9 g)x*+x°+2 h) 8+ x + 3x% — 4x3

7) Sefalen el valor numérico de las expresiones algebraicas dadas

Bl 2

)x z para x =¢

)1 i 6 d

a — = i
) 35 ) 25 )

B) x + x* para x = —1

@) -1 b) 1 )0 d) —2

8) Una cafiita voladora es lanzada al aire. Su distancia d, en metros, después de t segundos de
lanzamiento esta dada por el polinomio: d = 160t — t2

¢ Qué distancia recorrio la cafiita después de:
a) 1 segundo del lanzamiento?

b) 2 segundos del lanzamiento?

c) 10 segundos del lanzamiento?

Operaciones con monomios v polinomios

Adicion y sustraccion de monomios y polinomios

Monomios semejantes: son los que tienen idéntica parte literal.
Ejemplo: 3x3 es semejante a 4x°

Suma y resta de monomios: dos o mas monomios sélo se pueden operar si son semejantes o sea
si tienen la misma parte literal.

Ejemplo:
a)3x +5x — 4x = 4x b) 5x + 4x* = 5x + 4x?

Suma de polinomios

Sumar los polinomios:

M(x) = —3x3+2x—4
P(x) = 4x3 +3x2 + 2x
M(x) + P(x) = (=3x3+2x—4)+ (4x3 +3x? + 2x)
= —3x>+2x—4+4x3 +3x% +2x —  suprimir paréntesis.
M(x) + N(x) = x3+3x2+4x—4 — operar monomios semejantes.

14
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Regla practica:
Es muy util escribir los polinomios en columna haciendo coincidir los términos semejantes.

M(x) - 3x3+0x?2+2x—4

P(x) - 4x3+3x?>+2x+0
M(x)+P(x) - x3+3x2+4x—4

Resta de polinomios

Resten los polinomios:

Q(x) = —xX*+2x+4
R(x) = —x+4x3—3x?
Qx)—R(x) = (—x*+2x+4)—(—x+4x®—3x?)
= —x3+2x+4+x—4x3+3x? —  suprimir paréntesis.
0x)=R(x) = —5x¥+3x2+3x+4 — operar monomios semejantes.

Regla practica
Para restar dos polinomios se suma al minuendo el opuesto del sustraendo, es decir, se le cambia el
signo al sustraendo y se suman.

Q(x) - —1x*+0x?+2x+4

R(x) - —4x*+3x*+ x+0
Q(x)—R(x) - —5x*+3x2+3x+4

Actividades

1) Reduzcan términos semejantes:
a)5x* +3x* — 4 b) 9x? + 4x — 3x* + 3x

)x+7+x-10-1 d)x® —x?+7x*+ 10x° + 4

2) Sumen y resten los polinomios dados:

A(x)=6x*—8x+7 C(x) =4x®—-12x*—-10x+ 8 E(x)=2x3—-3x24+4x-7
B(x)=8x3+2x2—x—8 D(x) = 2x*+5x — 12 — 3x3 F(x)=-x3+3-2x
a)A(x) + B(x) b) A(x) — B(x) c) C(x) + D(x)

d) C(x) - D(x) e) E(x) + F(x) f)E(x) —F(x)

15
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3) Completen los polinomios para obtener el resultado dado.

a) %2 +10 b) +8x2 +3

+ —

—5x? 42x —1x%* 43x =5

+7x —15 —6x3 —6x

4) Supriman paréntesis y resuelvan.
a) (5x3 —4x%2 + 1) + (—7x3 + 2x%2 + 5) b) (3x2 — 8x+ 4) — (—2x%2 — 3x)
¢) (7x® — 5x2) + (2x3 + 5x* — x) d) (4x*+4x+1) — (5x* —x +8)
e) (7x* —=3x+V2) + (x* +x —V2)

Multiplicacion de monomios y polinomios
Multiplicacion de monomios

Ejemplos:
a)5x+3x = 5:3:x-x b)3x-(—4x?*) = 3(—4)-x-x*
= 15x% = —1Zx>

Para tener en cuenta: al multiplicar las indeterminadas, sumamos sus exponentes ya que son un
producto de potencias de igual base.

Multiplicacion de polinomio por un monomio
Ejempilo:
(3x2—2x—5)-(—3x) =3x2-(—3x) —2x- (—3x) — 5+ (—3x)

=—9x% 4+ 6x2 4+ 15x

Multiplicacion de polinomios

Ejemplo:
Q(x) = 7x—1+x?
M(x) = 3x-2
Q) -M(x) = (7x—1+x%)-(3x—-2)
= 3x-7x+3x-(-1)+3x-x2—-2-7x—-2-(-1)—2-x2
= 21x%2—3x+3x3—14x+2 — 2x?
Qx) M(x) = 3x*+19x%—17x+2

16
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Regla practica: para facilitar los calculos a veces es mejor disponer la multiplicacion de la siguiente

manera:

Q(x) — Tx—1+4 x?

P(x) — 3x—2
—14x+ 2 — 2x?
— 3x+ 0+ 21x% 4+ 3x3

Q(x)'R(x) — —17x+2+19x?+3x3
Actividades
1) Calculen:

a) (+5x) - (—4x?)
d) (—a) - (+6a)

g) (+4x?) - (+5x3)

2) Calculen los productos:
a) (x% — 2x + 5)(—2x)
d) (2x* + 4x + 16)(3x — 4)
9@ —x+1)(x+1)
HDEx+5)x+2)
m)(x+7)(x—4)

0) (x* =3x —2)(x+2)

b) (=2x) - (3x)

e) (—6x) - (+3x?)

b) (4x2 — 3x + 2)(—x3)
e) B3y* -3y +9)(2y +3)
h) (x? +2x—1)(3x + 4)
k) (3x +2)(2x + 1)

n) (3x +4)(2x — 1)

p) (x* +5x —6)(2x + 1)

¢) (+5a) - (+4a)

f) (=2a) - (5a)

) (3x3 — x — 2)(4x?)
HE*+x+1)(x-3)

i) (2x +3)(x? — 2)

D) (a®—a?+a—1)(a+1)

i) Bx2 —4x—3)(x+1)

3) Calculen:

a) el area de lafigura |
b) el area de la figura Il f x
c) el area de la figura lll
d) el area de toda la figura 111

I7 2x

4) Calculen el area de la figura de dos modos diferentes:
a) la figura total 2 I I
b) la adicién de las figuras I, II, Il y IV

@ 111 v
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5) Dados los polinomios

P(x)=x~x3—% Q(x)=2x+§ R(x):xz—%x3—x
Hallen:
a) 2P(x) — Q(x) — R(x) b) 2Q(x) + 3P(x) — 4R(x)

Productos notables

Hay ciertos productos que aparecen frecuentemente en el calculo algebraico y son los llamados
productos notables.

Cuadrado de un binomio
(a+b)(a+b)=(a+b)?
(a—b)(a—>b)=(a—>b)?

Producto de la suma por la diferencia de dos términos
(a +b)(a—b)=a?—b?

Cuadrado de un binomio

Cuadrado de la suma de dos términos

Observen:
(a+b)>=(a+b)(a+b)
=a?+ ab + ab + b?
= a? + 2ab + b?
Regla:

(1° término + 2° término)?= (1° término)? + 2(1° término)(2° término) + (2° término)?
Ejemplo:
G5+x)2=5"+2:5-x+x?

=25+ 10x + x2

Cuadrado de la de dos términos

Observen:
(a—b)?> = (a—Db)(a—Db)
= a? —ab—ab + b?
= a? — 2ab + b?
Regla:

(1° término - 2° término)? = (1° término)? - 2(1° término)(2° término) + (2° término)?

Ejemplo:
B-x)%=32-2-3-x+x2
=9 — 6x + x?2
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Regla practica:

El cuadrado de un binomio es el cuadrado del primer término, mas o menos el doble del producto de
los dos términos, mas el cuadrado del segundo término. A este desarrollo se lo llama trinomio
cuadrado perfecto.

Producto de la suma por la diferencia de dos términos

Observen:
(a+b)(a—b) =a®?—ab + ab + b?
=a?— b2
Regla:
(1° término + 2° término) (1° témino - 2° término)= (1° término)? - (2° término)>?

Ejemplo:
(x +5)(x—5) = x2 — 52
=x2-25
Regla practica
El producto de la suma por la diferencia de dos términos es el cuadrado del primer término menos el
cuadrado del segundo término. Este desarrollo se llama diferencia de cuadrados.

Actividades

1) Desarrollar el cuadrado del binomio

a)(3+x)? b) (x + 5)? c) 3x+2)?

d) (2x + 1)? e) (y° +1)? f) (4x? +7)?

9) (2x+3) R (5 —x)? ) (3

J) (x*—1)? k) (9x% — 1)? ) (2x — 5)?
2 12

m) (6y —4) n) (yz - Z)

2) Calcular los productos

a)(x+3)(x—3) b) 2x + 5)(2x — 5) c) 3x* —2)(3x* +2)
d) (1+7x3)(1 — 7x?) e) (3x2 —4)(3x%2 +4) f) (7 —6x)(7+ 6x)
o (1+3)(1-3) ) (x+%) (x—%) i) (5x + 1)(5x — 1)
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Ejercicios combinados

1) Dados los polinomios:

Ax)=x—-1 B(x) =x?—-2x C(x)=2—-3x%+2x D(x)=x+1
Resuelvan las siguientes operaciones identificando los productos notables que hubiera.

a) B2 — A b)A-B—C c)A®>—B d)A-D+B
e)C+3-B f)J2:B—A-D g)C?>+x-B—2x°*A hYyC—2-(B+A)+4x3D

2) Indiquen Verdadero o Falso. De ser falso, escriban la respuesta correcta.

a)x*—49 = (x*+7)(x*+7) b) 4x* — 4 = (2x* + 2)(2x* - 2)

€) 4x* +12x +9 = (2x + 3)(2x + 3) d)x* —2x+1=(x+1)(x—-1)
e)(2x —3)2=4x?>+12x+9 f) (5x +3)(5x —3) = 25x* —9
98l—x*=09+x)(9—x) h)x®—6x3+9=(x3®-3)(x*-3)
i) (5x —4)(5x —4) = 25x% — 40x + 16 Hx*+25=(x+5)(x—-5)

Division de monomios y polinomios
Division de monomios

Ejemplo:
B 20 =18 255 ix3)
=42
Para tener en cuenta: al dividir la indeterminada restamos sus exponentes ya que es un cociente de
potencias de igual base.

Division de un polinomio por un monomio

Ejempilo:
(6x5+3x3—9x): (—3x) =6x°: (—3x) +3x3: (—3x) —9x: (—3x)
=—2x*—x%+3

Actividades

1) Efectuen las siguientes divisiones de monomios:

a) (2x%) : (%x2> b) (—10x?) : (5x?) ¢) (20x3) : (0,5x)

2) Realicen las divisiones.
a) (8x* — 6x* + 10x?) : (—2x?) b) (2x? + 6x + 4x) : (x)

c) (6x° —9x® + 3x2) : (3x) d) (14x3 — 28x%) : (—7x2)
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3) Resuelvan las operaciones combinadas con polinomios:

a)(x+2)-(x—2)+@x—1)-(x+1) b) (2x=2)-(3x—1)=(6x =1) (x +2)

¢) 2x(2y +x) —3y(2x — y) + xy(2 - y) d) 8x3 — 2x[y — 2x(y — 2x) — y]

e) ;(105x2 — 63x — 84) — (120x2 — 72x — 96) ) (x*—2x) : (-2x) + 6(3x>+x+2)

g (6x*—3x*—x): (Bx)+(x+5): (x +2) h)3x?+(x+3) - (x +4) — (2x° +x3) : (—x?)
Dx(2—x)*+4x* -7 NDE*+3)- (x> —3)+ (2x* + 1)?

k) (x + 2)2 + (2x%) : %x3 +x(—x) ) (2x3+3)- (2% —3) — (8x6 —18) : 2

6) Indiquen el dato que falta en los siguientes graficos:

a) Perimetro = 5x + 7 b) rombo abcd
ab=2x+1 superficie = x* + x — 12
ta=? bd =x—2
ac =7
b b
a (&
a &

d

Regla de Ruffini

Regla practica para resolver determinadas divisiones de polinomios, aquellas en las que el polinomio
divisor es de la forma x F a siendo a numero real.

Ejemplo:
P(x)=x3—4x—-1
Qx) =x+3

Disposicion Practica:

Coeficientes de P(x) completo — 1 0 —4 -1
y ordenado de forma
decreciente

Término independiente de — -3
Q(x) cambiado de signo
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Procedimiento:

El primer coeficiente del cociente es el primer término del
dividendo, lo multiplicamos por -3 y al producto lo colocamos
debajo del segundo coeficiente, sumamos los numeros de la —3 | N =3 9 _15
segunda columna. |
N -3 5 -16
—
coeficientes Resto
del cociente

El resultado del cociente de P(x) con Q(x) es:
C=x%2-3x+5 R =-16

Para tener en cuenta: el cociente siempre resulta de un grado menor que el dividendo.

Teorema del resto

Dado un polinomio P(x) como dividendo y un polinomio de la forma (x ¥ a) como divisor, el resto de la
division se puede obtener calculando el valor numérico del polinomio P(x) para x = —ao sea “a”
cambiada de signo.

P(—a) = resto

Ejemplo:
Px):Q(x) = (Bx*2+8x—-7):(x+1)
R = P(-1)
= 3:(-1)+8-(-1) -7
= 387
R = -12
Actividades

1) Resuelvan aplicando la regla de Ruffini:

a)(2x* +2x+5+3x%): (x+ 1) b) (2 +3x* —x5) : (x —3)
c) Bx*—2x3—-7x?—-2x): (x+1) d) (x* —10x + 20) : (x — 8)
e)(8x4—x+3x2):(x—%) Hx3:(x-5)

2) Calculen el resto de las siguientes divisiones:

a)(x3+4x2+x+5):(x—2) b) (5x2+3x—2): (x+ 2)
)Bx*—x*2+2x—1):(x+1) d)(2x*+x*—18x—7) : (x — 3)
e) (3x3—12x2+4x+%>:(x+3) ) (L~2%) s (x—1)

3) Determinen el valor de “b” para que la divisiéon sea exacta:
a)(2x*+5x+b): (x—2) b)(x* —bx+5): (x—1)
) *+bx*—5x+7):(x+1)
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Autoevaluacion
Indiquen la respuesta correcta:

1) La expresion 4x? + [2x — (4x? — 2x)] esigual a:
a) 8x* — 4x b) 8x% + 4x c) 4x d) 8x?

2) La expresion (3x2 — %) - (7x2 - g) esigual a:
a)4x? —1 b) 4x* +1 c)—4x* -1 d)—4x*+1

3) El resultado de —3a(—2a — 4) es:
a) 6a* —12a b) 6a* —12a c)—5a+4 d)—5a—4

4) Siendo B(x) =3x?+2x+3 y A(x) — B(x) = x> — 9x — 1 entonces A(x) es el polinomio:
a)4x? —7x+4 b) —2x? —11x + 2 €)4x?—7x+2 d)4x?+11x+ 2

5)Si A(x) =3x+4 y B(x) =5x— 3 entonces 2B(x) — A(x) =
a) 7x + 10 b)7x —10 c)2x+1 d)2x -7

6) La expresion é(le2 —35x —10) —2(45 —12x — 6x2) es:
a)x? —3x—17 b) 5x% + 3x + 17 c)5x%2—3x—17 d) 5x% —3x + 17

7) La expresién x? — (x — 7)? es igual a:
a) 14x — 49 b) 49 — 14x €) 2x% + 14x — 49 d) 2x2 — 14x + 49

8) La expresion (x +y)? — (x* + y?) esigual a:
a)0 b) 2xy ) 2x2 + 2y? d) 2xy — 2x? — 2y?

9) La expresién (x3 + %) (x3 = é) esigual a:

1 1 1 1
a)x9+E b)x9—z €)x®+— d) x® ——

1 2
10) El desarrollo de (3x5 = 5) es:

1 1 1 1
10 __ B oy 10 __ 5 = 20 e 25
a) 9x 2x 2 b) 9x 3x° + 2 c) 9x 2 d) 9x 2

11) La expresion (a? — 1)% — (a? — a)(a® + a) es igual a:

a)2a*+1 b)3a*+1 c)—a*+1 d)—a*+2
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12) Si (x + i)z =10, entonces x2 +— es igual a:
X - 2 x2 g ’

a)0 b) 4 c)6 d)8

13) Al efectuar la divisién (20x3® — 8x) : (—4x) = se cometié un error en la respuesta —5x + 2
El error esta en el:

a) signo del 2° término b) coeficiente del 1° término

c) exponente del 1° término d) signo del 1° término

14) Siendo A(x) = 6x? —11x — 11y B(x) = 3x + 2 el cociente entre A(x) y B(x) y el resto de la
divisiéon son respectivamente:

a)2x—5y1 b)2x -5y 2
c)2x—-5y -1 d)2x—-5y —2

15) El resto de la divisién (3x2 —5x+4): (x +2) es:
a)0 b) 15 c) 20 d) 26

16) El polinomio que dividido por (2x + 3) tiene por cociente a (x — 1) y de resto 6 es:
a)2x*+x+3 b) 2x* +x—3 c)2x*+5x+3 d)2x*+5x+9

17) Indiquen sin hacer la divisién, en cuales de las operaciones dadas el resto es cero:
a)(3x2-2): (x—2) b) (x* +2x+3): (x+1)
c) 8+ 6x2—12x —x3): (x—2) d)(3x2—5x—2):(x—2)

18) Indiquen cual es a altura en el siguiente cuerpo:

a)—x Volumen de prisma: x® — 6x% + 9x
b) 3x Base cuadrada: x — 3 de lado

c)x h=?

d)—3x
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Unidad Ill: Factorizacion de polinomios

Factorizar un polinomio (o una funcion polindmica) significa que el polinomio expresado como sumas y
restas lo podré expresar como un producto del coeficiente principal y de polinomios ménicos primos.

4 ;qué es un polinomio primo? son aquellos polinomios de grado no nulo que no pueden descomponerse como
producto de otros polinomios de grado positivo menor. Solamente son primos los polinomios de grado uno y los
de grado dos sin raices reales.

Los polinomios que no son primos son compuestos. Todos los polinomios de grado impar mayor que uno son
compuestos

4 ¢ qué es un polinomio ménico? Se llama asf a un polinomio de grado y coeficiente principal igual a uno (ambos
son iguales a 1)

La expresion para la funcién polinédmica es f(x) = anx™ + an-1x""1 + a2x? + a1x + ao , dénde n es unnumero natural
y los coeficientes a pertenecen al conjunto de los numeros reales.

La expresion factorizada de la funcién polinémica es de la forma f(x) = an- (x —71) - (x — 72) - (x — 1)
dénde ax es el coeficiente principal, cada una de las raices reales de la funcion son r1,r2,+- rn.

Teorema fundamental del algebra (TFA)

Recordemos que un valor de x es raiz de P(x) si el polinomio se anula para ese valor .
Ademas, si P(x) esta expresado como producto de otros polinomios, las raices de
éstos son las raices de P(x).

Observen los siguientes ejemplos:

PiX) = (x = 1) (x=2) (x + 3 X=1x=2x=-3 Tres
Q) =(x=7) (x—4) (x—4) x = 7; x = 4 (raiz doble) Tres
RiX) = (x + 5) (x + 5) (x + 5) : X = =5 (raiz triple) Tres i
S(x) = (x —8) (xZ + 1) x=8 Una

Si al escribir un polinomio como producto hay mas de un factor que tiene la misma
raiz, a ésta se la llama raiz multiple. Por eso, x = 4 es yaiz doble de Q(x) (se cuentan
como dos raices), y x = -b es raiz triple de R(x) (se cuentan como fres raices),

En la tabla anterior figuran las raices reales, pero un polinomio puede tener raices
reales y raices no reales. Existe un teorema, llamado teorema fundamental del
algebra (TFA), a partir del cual podemos afirmar que un polinomio de grado n
tiene exactamente n raices, considerando las reales y las no reales.

Otra consecuencia de este teorema es la siguiente:

Un polinomio de grado n tiene como maximo n raices reales.
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Las raices no reales de un polinomio siempre vienen en parejas. =
gales | ... | ...
Por eso, un polinomio de grado tres puede tener una raiz real y dos raices
................................ , 0 bien, tener Lres raices ..........covveevevvseersrens » No reales 0
Total S ey
Podemos enunciar otra consecuencia del TFA:
Un polinomio de grado impar tiene Como ......cccccvrirrereeeereeseeeennnnnns una raiz real, es decir que su grafi-
co siempre tendri contacto con el eje x.
|_ractiquen |
¥t » 1. a) Indiquen las raices linomio R(x) = 2x” + 4xZ - 2 son no reales,
del polinomio W(x). P 3. ;Es posible que un polinomio de grado cinco tenga exac-
) \ . b) iCuél es el minimo tamente cuatro raices reales?
i T grado posible de W(x)? 4. Indiquen si es cierto que todas las raices de un polinomio
] N » 2. Indiquen si es cierto que de grado par pueden ser no reales.
| W) todas las raices del po- ® 5. Analicen cudntas raices no reales puede tener un polino-
mio de grado cuatro.

Raices de polinomios de grados uno y dos

Para hallar la Ginica raiz de un polinomio de grado uno, es decir de un polinomio de la forma ax + b, plantea-
mos la ecuacion ax + b = 0 y despejamos x; entonces: X =~

Ejemplo: P(x) =3x-4 =>3x-4=0=> x =....... eslaraiz de P(x).

Para hallar las raices x; y x5 de un polinomio de segundo grado, es decir, de un polinomio de la for-
ma ax2 + bx + ¢, resolvemos la ecuacion ax2 + bx + ¢ = 0 aplicando la formula resolvente. Si las raices son
reales, podemos escribir el polinomio mediante este producto: a . (x = x;) . ( x - x3).

Formula resolvente

Las soluciones x,; y X5 de una ecuacion de la forma ax? + bx + ¢ = 0 (con a # 0) pue-
den obtenerse reemplazando los coeficientes a, b y ¢ en las siguientes expresiones:

% = —b+\/b2-4.a.c -b-\b2-4.a.c

2.a 2.a

Xg =

Para abreviar, las reunimos en una sola formula:

XpXp = b+ :'tgz.:;ifa.»c'

Observaciones: como en esta férmula hay una raiz cuadrada, si el radicando es ne-
gativo diremos que la ecuacion que intentamos resolver no tiene solucidén en el con-
Junto de los nimeros reales.

Si la ecuacioén es cuadritica, pero no tiene la forma ax? + bx + ¢ = 0, resolvemos
todas las operaciones indicadas para reducirla a esa forma.
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¢ Si la ecuacién no tiene término lineal (b = 0), se despeja directamente la in-
cognita.

¢ Si la ecuacion no tiene término independiente (¢ = ), se extrae factor co-
mun . En este caso, x = 0 es siempre una de las soluciones. La otra solucion se
obtiene igualando a 0 el otro factor. ‘

[ plx) = ar® + bx + ¢ tiene raices reales si y solo si b — dac = 0.

Ejemplo1: Resolvamos la ecuacion 3x2 - 2x — 1 = 0 aplicando la férmula resolvente.

¢ [dentificamos los coeficientes o O e b= C =

. Reelup]azarnos en ]a fémllla =it <] Xl Xz = b £V b2 — 4a(\ = ("’2) t\/ -.-...........j ................

° AR p el S R TR |
* Operamos - i 2+4
6
¢ Atencién con este paso: el simbolo = indica que una de las soluciones se obtiene usando el +, y 1a otra, usan-
do el —, asi: 9244
o X) = 5 =—=> X] = cvevnanaan
% s R
Xy, Xg = 6 r\
‘ A x»,=2%=£'—111=>x,- ..........

Ejemplo 2: Un diagramador esta definiendo las dimensiones que tendrd una revista. Necesita que el largo sea
10 em mayor que el ancho y que la superficie de cada péagina resulte de 600 cm?. ;Cudles son las medidas que
cumplen ambas condiciones?

e * Planteamos la ecuacion - x(x +10) = ......
\ ¢ Aplicamos la prop_iedad I D i e e s a e st A e ravaees =
x+10 o Pasamos 600 alprimermiembra.________ 5. i =0
e [dentificamos los coeficientes ______________ a=... D= ey

N

¢ Aplicamos la formula resolvente y calculamos:

.......... - PN SN PRCC PRI
Xp X = B iicerusassasngasrsassassantbatesseds ssnbrnstatessas et tatstsnsens
* Como soluciones de la ecuacion obtuvimos x; = ...... ¥ X = ...... . Descartamos ...... porque no tiene sentido en
este problema y concluimos que la revista tendra .......... cm de largo y .......... cm de ancho.

Volvamos a los polinomios de grado 2 o polinomios cuadraticos,

Ejemplo: Q(X) =X2 4 5X =0 =5 X2'4 BX = 0 = 0 =25 ..cceesrcsnecennencensmnnsessssmssssssssssssssssssssssessesssssssssessessssesasnsssssssssasssss

=2 X} = ssnenerns YT = cecrrnene son las raices de Q(X), que puede escribirse asi: .........ccviiiiiinini———. .
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Raices de polinomios de la forma P(x) = ax" + b

Un polinomio de la forma ax™ + b (siendo a ¥ b nimeros reales distintos de 0) pue-
de o no tener raices reales. Si las tiene, éstas son una o dos.

Para hallar las raices reales de un polinomio de esa forma, despejamos x de la ecua-
cion; ax®™ + b =0

Ejemplo 1: Hallemos las raices reales de R(x) = 2x7 - 2
(é 7 7
RG)=0=>2x7T-2=0=>2%7 = oo =% = >V V1=>x=.

Esta es la tinica raiz real del polinomio R(x).

Ejemplo 2: Hallemos las raices reales de S(x) = 5x% - 320
8
S(x)=0=>5x6-320=0=>xb= ... = Vxb=..... =|xl = . = RON, Vg B son las

unicas raices reales de S(x).

Ejemplo 3: Intentemos hallar las raices reales de T(x) = 3x* + 27
TX)=0=>3x4+27=0=>3x4=27T=>x4= ... => g & IR, es decir que T(X) no tiene raices reales,

Polinomios expresados como productos

Ya sabernos como hallar las raices reales de polinomios de grados uno y dos, y de
polinomios de la forma: P(x) = ax® + b. De ahora en mas, cuando busquemos las rai-
ces de un polinomio, lo que haremos es buscar solo las raices reales.

Ahora vamos a ver la ventaja de expresar un polinomio como producto.

Para estos ahora vamos a ver algunas técnicas (los casos de factoreo mas conocidos):

Tanto la “diferencia de cuadrados” como el “trinomio cuadrado perfecto” lo vimos como PRODUCTOS NOTABLES,
por lo cual vamos a ver los otros dos casos que faltarian y la combinacién de los mismos.

A veces sucede que en un polinomio P(x) la variable x figura en todos los términos. En estos casos, es muy con-
veniente extraer factor coniin.

Observen como extraemos la variable x como factor comuin: la extraemos elevada a la menor de sus potencias.
También, en algunos ejemplos, hemos extraido un nimero que es factor en todos los coeficientes.

Después dividimos cada término del polinomio por el factor comin.

Ejemplos: E(x) = 7x% + x4 + 7 = x%(7Tx2 + 5x + 1)
F(x) = 2x4 - 6x3 + 4x2 = 2x%(......... B} & SO )

G(X) = 4x7 - 8x3 + 4x2 + 16X = ......... (s R s s )

Siempre podemos controlar que el producto que obtuvimos es correcto aplicando la propiedad distributiva.




ESCUELA NORMAL SUPERIOR Y SUPERI
Matematica

OR DE COMERCIO N°46 “Domingo Guzman Silva”
4to afio 2024

Factor comiin por grupos

Algunos polinomios presentan una estructura que

nos permite formar grupos de

igual cantidad de términos y sacar factor comin en cada uno de esos grupos. Una vez

hecho esto, aparece un nuevo factor comin en todos

Ejemplo 1: V(x) = 7x% - 5x% + 14x - 10

Formamos dos grupos, uno 1ojo y el otro azul —m

los grupos.

V(x) = (7%5 - 5x%) + (cccesianinca. )

Sacamos [actor comain ' en el grupo rojo

y.factor comiin 2 en el grupo azul —»

Sacamos factor comun (75 - 5) en todos los té

Ejemplo 2: W(x) =3x5 + x7T-2x5 + 3x3 + x2-2
Formamos ..........
Sacamos factor contiiin

Sacamos faclor conin

........ en el primer grupo —»

.................... en todos los términos —=

V) =X i YRGS )

minos —»  V(x) = (7X — 5)(oerecrecncinscnrennes )

grupos —»  W(x) = (3x5 + x7 - 2x9) 4+ (3x? + x2-2)
WEE) =i +(3x3 + x2-2)
I ) e o e p R S

Puede ocurrir que la téenica del factor comain por grupos esté combinada con algu-
nas de las otras técnicas. En el siguiente ejemplo, Y(x) = x5 — x* —x2 + 1, observen con
atencion como el factor comin (—1) del segundo paso da lugar a la aparicion del fac-

tor comain (x° — 1) en todos los grupos:

Formamos dos grupos —»

Y& = (X0 = x%) 4+ Covvonrernnininns )

Sacamos /icior comin x4 en el primer grupo

yJactor comun (=1) en el segundo grupo —»  Y(x) = x4(.......... =Dt )
Sacamos (ac/or comin (x2 - 1) en todos los grupos —» Y(x) = (x% - 1)(..... — )
Descomponemos la i fcrencia de cuadrados L N
que apareci6 en ambos factores —  Y(x) = (..ccoovereeeee. I + D2 = Dornrerrrrrernn )
Nueva diferencia de cuadrados en (x2-1) —  Y(x) = (X = D(X + 1)(corereverernnne YCoiresennmsentis HxZ + 1)
Finalmente —  Y(x) = (.oooooovsenn. 3 L O 57 NS, )

E 7. Expresen los siguientes polinomios como productos:

Ofx) = 2x4 — x3 — 6x2 P(x) = —x3 + 2x2
8. Hallen las raices de O(x) y P(x) del ejercicio 7.
» 9. Sobre la base de O(x) y P(x) del ejercicio 7, hallen las
raices de O(x) . P(x) y determinen la multiplicidad de
| cada una.

» 13, Apliquen factor comin por grupos a los siguientes polinomios:
AX) =3 —x2 +x—1 Blx) =2x3 - 6x2 +x -3
Cx) =3x> +x3-3x -1 D(x) = 4x3 + 8xZ + 8x + 16

¥ 14.Hallen las raices de los polinomios del ejercicio 13.

#15. Con los resultados del ejercicio 13, expresen como producto
los polinomios: E(x) = A(x) . C(x) y F(x) = [D(x)]2

» 16. Formen grupos de dos términos y apliquen factor comiin
por grupos a: G(x) = x5 — x4 + 6:3 —6x2 + 9x - 9

» 17.Expresen los siguientes polinomios como productos de
polinomios del menor grado posible:

»10. Expresen Q(x) = x6 - x2 como producto de polinomios del
menor grado posible,

¥ 11. Hallen las raices de Q(x) del ejercicio 10.

P 12. Hallen las raices de los siguientes polinomios:
R(x) = 3x7 — 12 x5 S(x) = —x3 + 16x
T(x) = 2x5 — 32x U(x) = 3x8 — 3x2

G(x) = x6 — 9x* — 256x2 + 2 304

Hix) = 2x6 — 2x4 — 2x2 + 2

I(x) = xB + xB — 64x2 — 64

J(x) = x10 - x6 — x4 41
P 18. Hallen las raices de los polinomios del ejercicio 17.
» 19, Hallen las raices de los siguientes polinomios:

K(x) = x6 + x5 = 2x4 + x2 + x-2

Lix) =xB+x>-6x4—x2—x +6

M(x) = 3x6 — 12x5 + 9x4 —3x2 + 12x -9

N(x) = =2x8 + 12x7 - 18x6 + 2x2 — 12x + 18
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Actividad: Colocar una X a los polinomios correctamente factorizados

a) | 5x + 10x2 = 5(x + 2x?) d) | x7 — x5 = x*(x3 — x)
b) | 3x4 + 6x2 = 3x2(2 + x2) e) | 15x3 — 20x2 4+ 5x = 5x(1 + 3x2 — 4x)
c) | x3 —x =x(1—x2) f) | 12x2 — 4x3 + 20x4 = 2x2(6 — 2x + 10x2)

Raices de polinomios con coeficientes enteros. Teorema de Gauss

Consideremos el polinomio P(x) = 27x3 + 3x - 10, que tiene todos sus coeficientes enteros.
92
oL R SR W N UMY ) 0
2 9
Como P(é) o e , resulta que x =— es una raiz de P(x).

Observen que esa raiz es una fraccién que cumple con estas dos condiciones:

* E] numerador Z divide al coeficiente independiente -10.

e El denominador 3 divide al coeficiente principal 27.

El teorema de Gauss, que generaliza esta situacion, afirma que:
.- . . ) - .
Cuando una fraccién irreducible 2 es raiz de un polinomio con coeficientes
q
enteros, p divide al coeficiente independiente y ¢ divide al coeficiente prin-

cipal

Entonces, para hallar 1as raices ..........coovvicrnnnenens de un polinomio con coeficientes ... , debemos

seguir estos pasos:

« Hallar los divisores p del coeficiente independiente y los divisores q del coeficiente ..............o........ ”

* Formar con ellos .........ccccoevvrneeninns irreducibles -2 | que son las posibles raices.
q
* Especializar el polinomio en estas fracciones para ver si alguna es ................ de €l

Ejemplo: Hallemos las raices racionales de P(x) = 2x” + 3x2 - |

* Verificamos que todos los coeficientes de P(x) son enteros: ........... YOS ¥ evevuns (= A
¢ Hallamos los divisores p del coeficiente independiente; ,......... ) SR ToD :

¢ Hallamos los divisores q del coeficiente principal: ..., v Slenceasia W ireseason .

* Formamos todas las fracciones irreducibles ?—l et 1 Iyl g oo o Mepimasss . ) z

* Especializamos el polinomio P(x) en cada una de las cuatro fracciones:
P(1)=2(1 +3(1)2-120 P(....)=2(..83 +3(...)°2-1..0

() <ol i1 - P, e 4 e

Entonces, las raices racionales de P(X) SON: ......cccviviinnininsinninsninssisnssisscssians
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Mas acerca del teorema de Gauss

Supongamos que un polinomio tiene raices racionales.
Si el polinomio es ménico, sus posibles raices racionales son nimeros enteros y
son los divisores del coeficiente independiente.

Ejemplo: Busquemos las raices racionales de: P(x) = x? —4x% + x2 + 8x - 6

Al ser P(x) un polinomio moénico (coeficiente ...........cccecveeecreercrnerennenes igual a .......... ), sus posibles raices racio-
nales son los divisores de ....... A= 45 [ ) RN AN ORI, Yok« ST S g
Probemos conx = 1: P(....) = W 4(....)3 TR 8(C..)-6=.... DN ] raiz de P(x).

Como x = 1 es raiz de P(x), resulta que P(x) es divisible por (x — 1). Hagamos la division utilizando la regla de
Ruffini y expresemos P(x) mediante el producto de (x - 1) por Q(x).

PX) =@ =)t

| |

Q(IX)

Busquemos ahora las raices de Q(x) = x? — 3x? — 2x + 6.
Observamos que las posibles raices racionales de Q(X) SON ....ccocovviiiircieniecceareeeieeeress que las de P(x).
Para hallarlas, podriamos utilizar el teorema de Gauss; sin embargo, Q(x) tiene una estructura que nos permi-

te aplicar factor comun por grupos:

Q) =x3-3x2-2x+6=(x*-3x2) - (2x - 6) = X2 (orrerrenn. ) A Fcovatas )= (X = )(X2 = 00)

La tinica raiz racional de Q(x) es x = ......... , va que del factor (x2 - 2) se desprende que & = ........... 0 que
Wi s uassvidings , que no son nimeros

Entonces, las raices racionales de P(X) SOI: ...ocovvievnnererersreiesennns 3

Observen que si en este ejemplo hubiésemos aplicado sélo el teorema de Gauss, no habriamos podido hallar
las raices irracionales.

A veces tenemos polinomios cuyos coeficientes no son enteros y, sin embargo, también podemos buscar sus
raices racionales aplicando el teorema de Gauss.

Observen eémo trabajamos con el polinomio P(x) = x3 -% x2 +% x+1

Lo multiplicamos por 2 y obtenemos este otro polinomio: Z(x) = 2x% - 5x2 + x + 2

Hallen las raices racionales de Z(x) y verifiquen que son las mismas que las de P(x):

Ll = cceorasnsrassasaens TP = seciesessaseaseonaie Xy =i

[ —

P 24, Hallen las raices racionales de los siguientes polinomios: » 26, Extraigan factor comn y hallen las raices racionales de

Alx) =3x3 +5x2 = 11x + 3 B(x) = 8x3 - 8x2 + 1 F(x) y de Gix):
CX)=3C3-14x2+17x-6  D(x) =16xt - 16x + 7 F(x) = 2x3 + 8x2 - 10
» 25, Hallen las raices racionales de P(x): G(x) = -5x5 + 15x3 + 40

PO =xt =30+ (2 )2~ (3 )+ (3)
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Ejercitacion de cierre

1)

Factorizar los siguientes trinomios
a) x2+42x—-15= b) x2 —6x+ 8 = c)x2—3x—18 =

Factorizar los siguientes polinomios

x3—2x2—-5x+6= d) x*—5x2+4 =
x3+4x2—7x—10 = e) x*+2x3—x—-2=
x34+2x2—-9x—18 = f) x5—xt—16x+ 16 =

Marcar con una X los polinomios correctamente factorizados

3x3 —12x2 4+ 6 = 3x(x® —4x + 2) d x*+1=((x+1D3—x%2+x-1)
x2+ 0,25+ x = (x + 0,5)? e) x3-1=(x-1)3
25x% — 100 = (5x + 10)(5x — 10) f) 2x2+2x—4=2(x—-1)(x+2)

Unir cada trinomio con su factorizacion

a) x?+5x—4 l. (x+7(x—-2)
b)  x?—14x +49 I x=7Dx+7)
c) x? —5x — 14 1] (x—=7(x—-2)
d x*>+9x+14 IV. (x+7(x+2)
e) x%+14x+49 V. x+7Dx+7)
f) x2 —9x + 14 VI. (x=7(x+2)

VII. x—7Dx—-7)

Factorizar aplicando el procedimiento que corresponda
a) —1,25x3 +1,875x* — 2,5x% + 6,25x°> =

b) 25x2 —-30x+9 =

Hallar las raices y factorizar

a) x3-—2x2-29x+30=

b) x3+4+4x2—-9x—36 =

c) x*—=5x2+4=

d  x*—3x3—-15x2+19x+30 =

Factorizar los siguientes polinomios combinando los procedimientos

a) 6x°+12x* +18x3 + 36x% = e) x°—4x3+8x2-32=

b) 5x°—30x°—80x* = f) x®+3x>—x-3=

c) 36x* + 64x% —96x3 = g) 12x%+48x° —108x* — 72x3 =

d) 3x7 +36x° + 18x° + 24x* = h) 4x*—12x3 + 16x% — 24x + 16 =
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Unidad IV: Funciones

Antes de empezar el tema tendremos que ver cémo se ubican los puntos en el plano y aprender
a interpretar graficos. Por esto tenemos que ver algunos nuevos términos y cuestiones a tener
en cuenta.

UBICACION DE PUNTOS EN EL PLANO

Primero tengamos en cuenta que para representar punto en el plano vamos a considerar dos
ejes ortogonales (perpendiculares). Ya saben cdmo ubicar los nimeros en la recta real, ahora
a esarecta le agregamos otra recta perpendicular que la cruza por el punto 0. Ahora vemos en
el grafico que la recta real es la recta horizontal que la denominaremos “eje x” 6 “eje de
abscisas”, la recta perpendicular al eje x que trazamos por el 0 la denominaremos “eje y” 6
“eje de ordenadas”. La interseccién de ambas rectas, de ambos ejes, es en el punto (0,0) al cual
llamaremos origen de coordenadas:

TtEje de ordenadas
Ejey

Cuadrante 1l

Cuadrante |

origen de coordenadas (0,0)

Eje de abscisas
Eje x

<~
w

-5 -4 -3 =2 =1 0 1 2 3 4 5 6

-1

Cuadrante Ill Cuadrante IV

-2

-3

-4

Para ubicar un punto en el plano es necesario usar dos referencias, cada una se llama
coordenada.

La primera coordenada suele marcarse en el eje horizontal y se la denomina coordenada x 6
abscisas. La otra coordenada es la coordenada y u ordenada y se marca en el eje vertical. La
ubicacién del par (a;b) esta determinada por la interseccién entre la ubicacién a en el eje x y la
ubicacién b en el eje y.
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Por ejemplo, si queremos marcar el punto A=(2;4)
- nos fijamos sobre el eje x el valor 2, ahi marcamos la
linea de puntos perpendicular al eje que pasa por 2

(azul), y luego

- sobre el eje y nos ubicamos sobre el valor 4, trazamos
la linea de puntos perpendicular al eje que pasa por 4

(roja),

- por ultimo, la interseccidn de esas lineas punteadas
determinan el punto A!l

je y (eje de ordenadas)

A=(2,4)
4

Eje x

eje de absd seﬂ)

)

"

%
Q

Por si aun no estdn claras lo del plano cartesiano y como se ubican los puntos, te sugiero que
veas el video del Profesor Carreén: https://www.youtube.com/watch?v=kz0zYY-T-50 6 los

videos del Profe Alex:
https://www.youtube.com/watch?v=ftGVWXo1Khc (partes del plano cartesiano:

abscisas, ordenadas, origen de coordenadas, cuadrantes, ubicacién de puntos)

www.youtube.com/watch?v=QTrE4x5DPZ8 (ubicacién de puntos en el plano)

www.youtube.com/watch?v=M-KzreZqX00 (ubicacién de puntos en el plano con

fracciones)

Vamos a ponernos a prueba con las siguientes actividades!

Actividad 1: Lean lo que dice la chica para indicar las coordenadas del punto A

Ahora escriban los datos de los otros puntos en la siguiente tabla:

Punto | Abscisa | Ordenada | Coordenadas del punto Cuadrante
A -3 4 (-3;4) 11

B

C

D

E

F

G

H

I
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Actividad 2: Ubiquen los siguientes puntos en un sistema de ejes coordenados.
A=(-1;2) B=(4-3) C=(0;1) D=(-3;0) E=(0;0) F=(-3;-5) G=(-2;4)

LECTURA DE GRAFICOS

Para poder analizar qué quieren decir los puntos en un grafico, deben observar qué se esta
representando en cada eje. Por ejemplo si en el eje horizontal se estan graficando las horas del
dia y en el vertical la temperatura en grados centigrados, un punto (2,9) indica que a las 2 de
la mafana hacia 9°C

Veamos dos ejemplos para analizar algunas cuestiones

Ejemplo 1:
El siguiente grd fico muestra las temperaturas que se registraron el 21 de junio de 2017

= ¢Qué informacién brinda el punto A de la grafica? £/ punto A indica que a las 11 hs se
registraron 9°C

= (Cuadl fue la temperatura minima de ese dia? ¢ A qué hora se produjo? La temperatura
minima fue de 5°C y se produjo a las 8 hs

= (A qué hora se registré la temperatura maxima? No hubo una sola temperatura mdxima
yaquealas 15 hs y a las 16 hs se registraron 15°C

= ¢En qué horarios la temperatura se mantuvo constante? Desde /a 1 hasta las 2 de la
mafana, desde las 5 hs hasta las 7 hs inclusive, desde las 10 hs hasta las 11 hs, desde las
15 hs hasta las 16 hs, desde las 17 hs hasta las 18 hs y desde las 19 hs hasta las 21 hs.

* (Qué temperatura hacia a las 6 de la tarde? 74°C

=  (En qué horas la temperatura fue de 14°C? A las 14 hs, 17 hs y 18 hs
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» ¢En qué horas la temperatura superd los 12°C? Los 12°C se superaros desde las 13:30
hs hasta casi las 19 hs.
» ¢En qué horas la temperatura fue bajando? Desde las 0 hasta la 1, desde las 2 hasta las
5, desde las 7 hasta las 8, desde las 16 hasta las 17, desde las 18 hasta las 19 y desde las
21 hasta las 24 hs.
_]_p_E'em lo 2: Variacién
Una doctora nutricionista registra ;;Lgf;:) N
una vez al mes, en un grdfico 1000 ]
cartesiano, la variacion del peso en ol -
gramos de sus pacientes en funcion ‘ 8 9 10 1\12 13 14 15 16 17 1 Tiempd
del tiempo. ARG J 4 : (meses)
El siguiente gréfico corresponde ala | ! »
sefiora Juana, quien comenzo la
dieta con 98kg y realiza su consulta
con la doctora una vez por mes.

——4
-
[ 38}
(S8
+~
w1
o
~1

e,

——

-3000

“—

a) ¢Cuanto pesaba en la tercera consulta? £n /la tercer consulta llevaba bajado 2000 grs=2
kg asi que pesaba 96 kg.

b) ¢Cudnto aumento entre el cuarto y quinto mes? S6/o aumentd 1 kg

c) ¢En qué mes esta paciente alcanzé su menor peso? (Y el mayor? £/ menor peso lo
alcanzo a los 18 meses de haber empezado con la nutricionista, mientras que el mayor
peso lo registro a los 8 meses de haber empezado

d) ¢En qué periodos bajo de peso? Desde que empezo hasta e 2do mes, entre el 8vo y 9no
mes y desde el décimo mes hasta el mes 18.

e) ¢En qué periodos subié de peso? Entre el 2do y 3er mes, desde el 5to al 8vo mes, y entre
el 9no y 10mo mes

f) ¢Hubo algin momento en el que su peso no varié? Entre el 3er y 4to mes su peso no
vario

g) ¢En qué meses la paciente volvid a pesar lo mismo que al comenzar el tratamiento?
Pes6 98 kg en el 6to mes, en el 9no y en el decimoprimer mes.

Ahora es tu turno de interpretar los graficos asi que te dejo varias actividades para pensar!!

Actividad 3: El siguiente grafico muestra las distintas
temperaturas que se registraron en Buenos Aires ]
durante un dia del afio. 20 ot

a) ¢Qué significa el punto (10;15)?

- Tempetatura(eC)

b) Escribe los intervalos de crecimiento y e e
¢) ¢Latemperatura fue de 0°C en alglin momento? — s{-.
¢Por qué? f Lo . :
d) ¢Posee punto maximo? ¢Cual? éen qué horadel 0 2 4 6.8 3072349618102 1240 Hoh

dia se registrg?
e) Mencionar los intervalos de tiempo en los cuales la temperatura fue mayor a 12°C
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Actividad 4: Un ingeniero analiza la variacién de la velocidad de un auto en un tiempo

determinado. Toma ciertas medidas y arma este grafico:

a) ¢Qué estd representando en cada eje? éen qué unidades mide?

b) ¢Qué informacién da el punto A?

c) Alas5 hs de comenzar las mediciones, ¢cual era la velocidad? ¢ Cémo te das cuenta?

d) ¢En qué momento la velocidad fue de 200 km/h? ¢ Cémo te das cuenta?
e) ¢En qué momentos la velocidad se mantiene constante? ¢ Cémo te das cuenta?
f) ¢Cudl esla escala en el eje de las ordenadas? ¢ Cuanto representa cada cuadradito?
g) ¢En qué momentos la velocidad fue de 0km/h? ¢Dénde te fijas?

h) ¢En qué momentos la velocidad aumenta?

Actividad 5: Un paciente entra en una sala de urgencias
de un hospital para ser atendido por el aumento de su
presion arterial. Durante un cierto tiempo se lo conecta
a una maquina que le controla la presién continuamente
y produce un grafico. En él aparece representada la
variacién de la presién maxima del paciente, respecto de
la considerada normal (12 mm de mercurio), a partir
del momento de su internacion.
a) ¢Con qué presidon maxima ingreso el paciente al
hospital?
b) ¢Qué representan en este grafico los valores
negativos que figuran en el eje vertical?

c) ¢Tuvo presién maxima normal en algun momento durante su internacién?
d) De acuerdo a lo que se observa en el gréfico, édurante cuanto tiempo estuvo este

paciente en observacién?

\

n méxima,

S GEh
T bt

- (mm de mercurio)

B

is -

Tiempo

horas)
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Actividad 6: La temperatura media registrada
en el mes de agosto de 2017 en la ciudad de
Magdalena fue de 6°C. Este grafico muestra la
variacién respecto de esa temperatura durante
el 6 de agosto de 2017

a) é¢Qué informacién da el punto A del
grafico?

b) ¢éCudl fue la temperatura alas 0 hs? ¢Y a
las 10 hs?

c) ¢éA qué hora la temperatura era de 6°C?
¢Y de 7°C? ¢y de 5°C? ¢Dénde observan
estos datos en el grafico? Explica con tus
palabras.

d) ¢éCuales fueron, ese dia, la temperatura maxima y minima? ¢ En qué momento se
registraron?

e) ¢En qué momentos del dia la temperatura fue mayor a 4°C?

f) ¢En qué periodo del dia subié la temperatura? ¢En qué periodos bajé? ien qué periodos
se mantuvo constante?

g) ¢En qué periodo del dia hubo temperaturas por debajo de 0°C?

h) Completar la tabla con las temperaturas que se registraron el 6 de agosto
Hora 0| 2 | 4|6 |8 |10 ]12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24
Temp (°C)

Actividad 7: En una empresa de fabricacion de articulos de limpieza analizan las ventas de
lavandina y detergente en el periodo 2013-2017 (rojo: detergente; lila: lavandina)
a) ¢En qué periodo la venta de detergentes disminuyé?
b) ¢En qué afo se produjo la menor venta de lavandina?
c) Enel periodo 2015-2017, éel crecimiento de la venta de qué articulo fue mayor? écémo
te das cuenta?
d) En qué afios la cantidad de articulos vendidos fue menor que 150.000?

Lavandina

Detergente
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Actividad 8: En una dietética venden harina integral a $52,50 el kilogramo
a) Completar la tabla

Cantidad de harina (kg) |1 2 4 8 10 12 15 20

Precio a Pagar (S)

b) Representar los puntos de la tabla en un sistema de ejes cartesianos

c) ¢iTiene sentido unir los puntos graficados? Explicd cémo lo pensaste

d) Escribila cuenta que pueden hacer para calcular el precio que hay que pagar si concoes
la cantidad de kilogramos que se compran

e) ¢Cuantos kilogramos de harina pueden comprar con $1155? ¢y con $624,75? ¢ Por qué?

Actividad 9: En un laboratorio ponen a calentar un liquido que hierve a los 120°C. La férmula
que permite calcular la temperatura del liquido hasta que hierva es T(h) = 5h + 15, dénde A
son los minutos desde que empezd la medicién

a) Completar la tabla

Tiempo (minutos) 0 2 5 10 15 20 25 30
Temperatura (°C)

b) Marcar los puntos en un sistema de ejes cartesianos
c) ¢Coémo expresarias, con tus palabras, la forma de calcular la temperatura del liquido en
cualquier momento?

Actividad 10: Juan sale de su casa en auto a las 8 de la mafiana a una velocidad de 60 km/h.
a) Completar la tabla
Tiempo de viaje (horas) 2 3 5 6 10
Distancia recorrida (km)
b) Escribir la cuenta que hay que hacer para calcular la distancia recorrida si conocen las
horas de viaje
c) Escribir la cuenta que hay que hacer para calcular las horas de viaje si conocen la
distancia recorrida
d) Marcar los puntos en un sistema de ejes cartesianos
e) éTiene sentido unir los puntos? ¢ Por qué?
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Concepto de Funcion

| Teora \

Una relacién entre dos conjuntos numéricos A y B es un conjunto de pares ordenados (x; y), con la
condicién de que x e AAY €B.

Ejemplo: R:A—B AA={0;1,2} AB={3;4,5;6}
o) R, ={(0:3). (0;4). (1:5), (26)}  B) R,={(1;3), (2:5)} <) R,={(0;5), (1:6), (2;3)}

Una relacién es una funcién cuando se cumplen dos condiciones:
1) Todos los elementos del conjunto A estan relacionados con algiin elemento del conjunto B
(existencia).
2) Cada elemento del conjunto A se relaciona con un tnico elemento del conjunto B (unicidad).

Del ejemplo anterior:

EnR,, el 0 se relaciona con 2 elementos del conjunto B, el 3 y el 4 (no cumplen con la condicién de
unicidad).

En R,, el 0 no esta relacionado con ningun elemento del conjunto B (no cumple con la condicién
de existencia).

En R;, todos los elementos de A se relacionan con un nico elemento de B, por lo tanto, es funcién.

f:A—B Af={(0;5),(1:6), (2;3)}
f(0) =5—5 es la "imagen" de 0 y 0 es la "preimagen"” de 5

f(x) =y f(1) =6 — 6 es la "imagen" de 1y 1 es la "preimagen"” de 6
f(2) = 3 —> 3 es la "imagen" de 2 y 2 es la "preimagen"” de 3

B sedefineRA—B AA = {2;4;7;8} AB = {1;3;5,7,9)
Indicar si las siguientes relaciones son o no funciones y justificar la respuesta.

) ki ) O c) - d) 1Y g X LY
2 1 7 1 2 3 8 1 8 5
4 1 7 3 8 1 7 5 4 3
7 1 7 5 - 5 4 9 7 1
8 1 7 9 2 3 2 9
8 7

B2 se define R A—B AA = [ 2;3]AB =[1;4]
Indicar si los siguientes gréficos corresponden o no a funciones y justificar la respuesta.

o) b) " c) d)
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E Observar el grafico de la funcién y responder.
a) ;Cudl es laimagen de 3? E
b) ;Y cuéllade —3? !
c) iCudl es la preimagen de 2? :
d) ;Y cudl lade 4? E
e) JEn qué valor de x la funcion vale 0? :
£) En qué valor dey el valor de x es 07 E
9) Escribir dos valores de x con la misma imagen. ;
Completar seglin corresponda. v X
W =[] D fea=[]
) AL])=6 K A[)=s
Dominio e imagen de una funcién
| Teoto N

En una funcién f: R — R, su dominio es un conjunto de
numeros reales que pueden ser valores de x; y su imagen,
los que pueden ser valores de y.

0) En la funcién f, el dominio son los valores marcados en
azul; y la imagen, los marcados en verde.

f:[-5:;4—-[-3;2]
Dominio Imagen
b) Enla funcién y = f(x)= Jx , el dominio son los reales
positivos; y el cero, al igual que su imagen: f: R; — Rj,.

m Escribir el dominio y la imagen de las siguientes funciones.

a) b)

E Hallar el dominio de las siguientes funciones.

a) fix) = 5x —1 o) f) = Ix e) f) = —

b) fix) = % d) ) =+x—3 £) fx) = 1—x

Decidir si las siguientes relaciones son o no funciones y justificar.
a) Ry:N,— Ny AR = x — 1 b) R,:N— QAR,(x) = v/x

c) Ry:N,— QAR () = —X

Xx+5
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Conjuntos de ceros o rdices, positividad y negatividad
"

5

® El conjunto de ceros o raices de una funcién son los valores
de x que determinan que f(x) = 0.

f-6)=0Af(—2)=0Af38)=0=C"={-6;—2;3}
® El o los conjuntos de positividad son los intervalos reales de

los valores de x que determinan que la funcién sea positiva, o
sea, que f(x) > 0, (grafica en azul).

C'=(-6;-2)U(3;+ )

® Elolos conjuntos de negatividad son los intervalos reales de

los valores de x que determinan que la funcién sea negativa, o

sea, que f(x) < 0, (grafica en verde).
C=(—00;—-6)U(=2;3)

X

/3 X

a)

Yy

c)

y

" Escribir los conjuntos de ceros, positividad y negatividad de las siguientes funciones.

LA

(= Gults
Ch= (R
o= C=

'8 Realizar el grafico de una funcién que cumpla con las condiciones pedidas en cada caso.

¥ y

Q) f)=0Af=3)=0Af0)>0 b) C={=2;0;3} Af(=5<0Af(1)<0 c) f(—4)=0Af0)=0AC =2

4

=N
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Intervalos de crecimiento vy decrecimiento

Si a medida que los valores de x aumentan, el valor de

la funcién aumenta, entonces, la funcién crece; pero
si disminuyen, entonces, la funcién decrece.

En x = — 2y x = 4, la funcién no crece ni decrece. Los
puntos (— 2 ;4) y (4 ; — 2) se denominan maximo y
minimo relativo, respectivamente.

Crecimiento: (— oo ;— 2)U(4 ;+ o).

Decrecimiento: (— 2 ; 4).

Y
Cuando al aumentar los valores de x, los valores de la =14
funcién no varian, la funcién no crece ni decrece, sino \ 2
que se mantiene constante. -1 X

f(~3)=f(-2) =~ 1) =1 N\ |
f)=f3)=f4)=—-4 !
La funcién es constante en: (— oo ;— 1)U(2 ;4 o). _ab--N

. Observar el gréfico y escribir.
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(@)

b) El o los intervalos donde es constante.

|
(oo o
Vi e e e

¢) El o los puntos maximos y/0 minimos relativos.

‘x@ Graficar una funcion que cumpla con las siguientes condiciones.

e Crecimiento: (—oo; — 5) U (2; + o)
e Esconstante: (- 5; - 2)

o f(—7)=f(0)=f(5)=0

e Minimorelativoen (2; - 2)

m Indicar cuales de las siguientes funciones son crecientes, decrecientes o constantes.
a) ) =x+3 c) fix) =1—x e) fx) =x*

b) fx) =2 d) ) = Jx )t =7
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@ Indicar si las siguientes relaciones de R: R — R son funciones y justificar.
c) b) C) d)

\ /\ — r 9 p——
-

Escribir un dominio y una imagen adecuados para que las siguientes relaciones sean funciones.

a) ’ 5 c) -

5

b)

Yy

! X 4 X -5 X
-2
=3
Py
-==-1 =5
-6

;, Observar el gréfico de la funcién y responder.

a) ;Cudl es el dominio y laimagen de la funcion?

b) ;Cudles son las raices?
c) Cuéles laimagen de — 2?

d) ;Y cuél lade 0? =

e) Cules son las preimdgenes de — 47

) (En qué intervalo la funcién vale 8?

Colocar >, < o = segun corresponda.

9 f[ @ Y [
b e[ ] K e[ ]f-e)
) f-n[f-2 D f—3)[_Jf gl
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Marcar sobre el eje x.
e Con rojo: los intervalos de positividad.
e Con verde: os intervalos de negatividad.
e Con azul: el conjunto de ceros o raices.

a) b) N c)

y Yy

AYZA a

i@ Realizar el gréfico de una funcién que cumpla con las condiciones pedidas en cada caso.

c) Es constanteen (— oo ; — 1); b) Esconstante en (—2;0)yes c) Tiene maximos relativos en
decreciente en (— 1;3) y tiene creciente en (— oo ; — 2) U (—4;1)y(3;0)yf(0)=-3.
un minimo relativo en (3; — 4). (3;+ 00).
y y y
X X X

Eﬂ Observar el gréfico y escribir.

; - - y
a) Los conjuntos de ceros, positividad y negatividad. /
/

\/

/

[

/
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. /

//‘v
? ""//’l\ /
| '-\ /
[ % /
/ | "\_\ /
c) Elolos intervalos donde es constante. = | od = g \/
N\ | | 1 2 4 X
\ : Y
b4
d) El o los puntos maximos y/o minimos relativos. \\ : ://
I
-
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Unidad V: Funcion polindbmica

Una funcién cuya formulaes y = ax" + bx" ™' -+ .. + cx + des una funcién polinémica de grado r1 4 tiese
a lo sumo n raices reales,

El orden de multiplicidad de una raiz es la cantidad de veces que esa raiz se repite como tal y determinz 4 4
funcion toca o atraviesa el eje x.

o Siel orden de multiplicidad es par, la funcién o Siel orden de multiplicidad es impar, Iz funcién
toca el eje x pero no lo atraviesa. atraviesa el eje x.
y/ y/\

[
L
~NJ =

| Paraanalizar el comportamiento de una funcién polinémica, se debe factorizar su férmula y obtener todas sus

a2

raices.
y=ax"+bx""" 4. +ox+d=a(x—x) (X =% )u(X = %) (x = x))
= 0 esdeordeni X, = —2 esde orden impar
| a) y=x(x—4) _’{x, e b) y = (x+2)(x=1)(x = 5) —={x =1 esde orden impar
X, = 4 es de orden par )
Xy = 5 esde orden impar
N A
y i
N / I\ \
| 0 4 o -2 [ g

i

|
-

BN e
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40 - Marcar la gréafica que representa la funcién polinomica

. m‘rn(:é-s)(;i.-.d(L S i) 31 0%/ K 5
. |
..I.M\'.t y o) LY b
v 44 }/T/"\ . LA v \ LA o o
A\/_/inl SN [ -8 ! s - ! 5T
(A NH up 2
> \ ? 1 -
' l O b ~
Ll
Nst.xl(.\.f.;)g(.&&_’
A SRR ‘ N
+ I I y 11 y 111
L S 1 ) ) 19 Vo
T X S x’f 1 T
i I
SEEEEE
TSI, TS (I W/ 1 Y
"
mmmdmmmrmmmm
e ).
y ] y X y
/-\\ 7 P /! \
/ T\IA NLLAT N
/-3 a\ [* 3 s | % - ] "k
/ \\ " A -
| -
- L
‘,'=(x-3)(x+l):(x+4) y = x(x=3)(x-5) y==(x=2(x+2)(x-4) ~
et ¥ =(x+3)(x-l)’(x-4) y=x(x=3)(x-5) y=(x=2)(x+2(x-4)
= =T y = 2= 3x-3) y= (-2 -9 |
P - | i |
' ] ' S . aas
| um}cdmmmﬁmfai' o
! 3me i | |
X, - 3 )
5 saEm
4 e p p (5“1,,( } ] [
| o
I | 1.1
™1 T T 3 T 1
| | \ |
| ] | 1 L
{ | ! | + t
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. Fara trabajar en clase |

azull

Sluna funcidn es continua en un Intervalo de su dominio y tene distinto signo en sus eAtremos, entonces la
funcion tiene, al menos, una ralz en ese Intervalo,

ore e

(-0) >0 i
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Ct = (-00:-2)U(6;400) y C =(~2;6)

Las raices de orden impar determinan los conjuntos de positividad y negatividad de una funcién polinémica.
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51 — Realizar el gréfico aproximado de las siguientes funciones polindmicas y determinar los conjuntos de
positividad y negatividad, crecimiento y decrecimiento.

a) y=x3—x?-2x

b) y = x* — 10x3 + 25x?

c)y=x*+3x3-3x*2—11x—-6
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